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АППРОКСИМАЦИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ НА НЕРЕГУЛЯРНЫХ 

СЕТКАХ С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ КВАДРАТИЧНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
 

Аннотация. В статье рассматривается метод аппроксимации эллиптических 

операторов монотонными разностными схемами на нерегулярных сетках в области сложной 

геометрии с граничными условиями первого и второго рода с использованием квадратичного 

программирования. 
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Введение 

Численное решение краевых задач для эллиптических дифференциальных уравнений 

является важной задачей вычислительной математики и математического моделирования [1]. 

Для дискретизации таких задач широко используются конечно-разностные методы, 

обеспечивающие простоту реализации и высокую вычислительную эффективность. 

Обработка областей сложной геометрии с границами, не совпадающими с регулярной 

сеткой, требует применения специальных приёмов из-за невозможности использования 

стандартных разностных схем [5, 6]. Одним из подходов является построение локальных 

аппроксимаций разностных схем на нерегулярных множествах узлов [2–4]. 

 

Методика 

Рассмотрим эллиптическое дифференциальное уравнение второго порядка в 

ограниченной области 𝛺 ⊂ ℝ2 

𝛥𝑢(𝑥, 𝑦) + 𝐛(𝑥, 𝑦) ⋅ 𝛻𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝛺, 
где 𝐛(𝑥, 𝑦) – вектор коэффициентов конвективного переноса, 𝑓(𝑥, 𝑦) – заданная 

функция источника. 

На границе области 𝜕𝛺 задаются граничные условия первого и второго рода. Для части 

границы 𝛤𝐷 выполняется условие Дирихле 

𝑢(𝑥, 𝑦) = 𝑔𝐷(𝑥, 𝑦), 
а для части 𝛤𝑁 – условие Неймана 

𝜕𝑢

𝜕𝑛
(𝑥, 𝑦) = 𝑔𝑁(𝑥, 𝑦), 

где 𝑛 – внешняя нормаль к границе области. 

Требуется построить разностную аппроксимацию дифференциального оператора на 

нерегулярной сетке, обеспечивающую монотонность получаемой дискретной схемы. 

Построим нерегулярную сетку, покрыв область 𝛺 регулярной прямоугольной сеткой и 

равномерно дискретизировав её границу дополнительными узлами. Для узлов, 

принадлежащих 𝛤𝐷, значения решения считаются известными и непосредственно включаются 

в систему уравнений. Для узлов, принадлежащих 𝛤𝑁, строятся пары зеркальных и мнимых 

точек, после чего граничное условие второго рода аппроксимируется центральной разностью 

второго порядка точности. 

Для зеркальных узлов, а также для узлов сетки, расположенных вблизи границы 

области, строится локальная аппроксимация дифференциального оператора на множестве 

соседних точек. Аппроксимация ищется в виде линейной комбинации значений функции в 

соседних узлах 

ℒ𝑢(𝒙𝟎) ≈
1

ℎ
2

∑ 𝑤𝑗𝑢 (𝒙𝑗)

𝑚

𝑗=0

, 

где 𝒙0 – рассматриваемый узел, 𝒙𝑗 – соседние узлы, 𝑤𝑗 – коэффициенты аппроксимации. 
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Для определения коэффициентов разложим функцию в соседних узлах в ряд Тейлора в 

окрестности 𝒙𝟎: 

𝑢(𝒙𝑗) = 𝑢(𝒙0) + 𝛻𝑢(𝒙0)𝛥𝒙𝑗 +
𝟏

𝟐
𝛥𝒙𝑗

𝑻𝐇(𝐱0)𝛥𝒙𝑗 + 𝑂 (‖𝛥𝐱𝑗‖
3
), 

Подставляя данные выражения в разностную аппроксимацию и группируя 

коэффициенты при производных, получим систему условий согласования 

𝐴𝑤 = 𝑏. 
Для обеспечения монотонности разностной схемы на коэффициенты накладываются 

ограничения 

𝑤0 ≤ 0, 𝑤𝑗 ≥ 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚. 

Поскольку число соседних узлов превышает число условий согласования, полученная 

система является недоопределённой. Для подбора коэффициентов используется задача 

квадратичного программирования 

min
𝑤

∑ 𝜌𝑗

𝑚

𝑗=1

𝑤𝑗
2, 

при вышеобозначенных ограничениях. Решение данной задачи позволяет получить 

монотонную аппроксимацию эллиптического оператора на нерегулярной сетке. 

 

Заключение 

В работе рассмотрен метод построения монотонных разностных схем для 

аппроксимации эллиптических операторов на нерегулярных сетках. Метод позволяет 

учитывать граничные условия первого и второго рода в областях сложной геометрии и 

обеспечивает выполнение условий монотонности дискретной схемы Полученные результаты 

могут быть использованы при численном решении широкого класса краевых задач для 

эллиптических дифференциальных уравнений. 
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